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A HLLC Riemann solver to ompute shallow waterequations with topography and fritionAbstrat: We onsider the resolution, by a nite-volume method, of the two-dimensionalmodel of the shallow water equations with topography and frition. Thanks to the propertyof invariane per rotation of the ux of shallow water equations, we show that the study ofthe 2D ase rises from the good resolution of the monodimensional system of the shallowwater equations. The numerial implementation is arried out by a nite volume shemeof Godunov type using an Riemann approximate solver of the type HLLC whih preservesthe positivity height of water and whih is well adapted for the treatment of the shokwaves. Lastly, numeral examples on aademi problems are presented as well as a real ase: appliation of the model to the phenomenon of ood of the town of Cotonou (BENIN) bythe risings of the lagoon of Cotonou.Key-words: Shallow water equations, nite volumes, HLLC Riemann solver, positivitypreserving sheme, 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, N = oef de Manning de frottement.On désigne par Γ le bord du domaine Ω (domaine inluant les zones inondables) et −→n lanormale extérieure unité à Ω. Nous utiliseront la dénition des onditions aux limites faitedans [1℄.
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Equations de Saint-Venant : traitement des bans ouvrants-déouvrants 53 Intégration numérique des équations de Saint-VenantLe domaine de alul Ω est disrétisé par un maillage omposé de ellules quadrangulaires




















|aij|Tθij [F̂(WnL,WnR)] + ∆tSng,i + ∆tSn+1f ,i (2)où wni est l'approximation au temps tn = n∆t de wi et Tθij la rotation plane d'angle θij de




≤ 1 (3)où dL,R est la distane entre le entre du volume L et le entre de sa fae qui la séparedu volume R. Il reste à déterminer pour haque interfae de la ellule Ki hoisie, et àhaque instant tn, le ux disret F̂ (WnL , WnR) à travers l'interfae onsidérée. Il faut pourela résoudre à haque interfae le problème de Riemann auquel onduit le modèle 1D deséquations de Saint-Venant.4 Calul du ux numérique à travers les interfaes desellules4.1 Problème de RiemannOn se donne un état WL "à gauhe", un état WR à droite ; nous désignons la variablenormale η par x. Loalement (entre les deux états WL et WR), la topographie peut être on-sidérée omme plate, l'éoulement sans frition ; on herhe alors une solution du problèmeRR n° 6381










F (W ) = 0, x ∈ R, t > 0
W (x, 0) =
{
WL, x < 0
WR, x > 0






= 0, (5)où, pour W =  hhu
hv

, on a posé : Y (W ) =  2cu
v











 est la matrie jaobienne de Y .Puisque h > 0, A(Y ) possède trois valeurs propres deux à deux distintes :
λ1(Y ) = u − c, λ2(Y ) = u, λ3(Y ) = u + c. (6)Pour onstruire une solution (faible, entropique, autosemblable) W (x
t











(u) : ontattrégion intermédiaire
Fig. 2  Struture de la solution du problème de Riemann dans le plan (x, t)
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 Analyse du problèmeShallow water est le as partiulier des équations d'Euler où le rapport des haleursspéiques du uide vaut γ = 2. L'analyse du problème de Riemann est lassique et onduitaux résultats suivants [2℄ :
• Comme W1 et W2 sont reliés par une 2-disontinuité de ontat, alors ils ont unehauteur ommune h∗ et une vitesse ommune u∗.







gh∗ −√ghL), si h∗ ≤ hL (détente)




, si h∗ > hL (ho) et v1 = vL. (8)













, si h∗ > hR (ho) et v2 = vR. (9)Ainsi, le problème de Riemann R(WL, WR) se réduit à la reherhe de la hauteur h∗ etde la vitesse u∗ ommunes aux deux états intermédiaires W1 et W2.Proposition 4.1 La hauteur h∗ de la zone intermédiaire est raine de l'équation :








∗) − fL(h∗)] (11)où on a posé :
























, h > hR (ho) (14)PreuveIl y a quatre ongurations possibles d'ondes (FIG. 3) :Nous ferons la preuve dans le as (a). On pourra s'en inspirer pour (b), () et (d).
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(d)Fig. 3  Congurations possibles des ondes dans la solution du problème de Riemann




u∗ = uL − 2(
√
gh∗ −√ghL), h∗ ≤ hL





, h∗ > hR
{
u∗ = uL − fL(h∗, hL) (α)
u∗ = uR + fR(h
∗, hR) (β)
(β) − (α) ⇒ f(h∗) ≡ fL(h∗, hL) + fR(h∗, hR) + ∆u = 0
(β) + (α) ⇒ u∗ = 1
2




∗, hR) − fL(h∗, hL)]
Proposition 4.2 L'équation (10), f(h) = 0, admet dans R∗+ une unique solution h∗ si, etseulement si :
uR − uL < 2(cR + cL) (15)où cK = √ghK , K = L, R.
INRIA
Equations de Saint-Venant : traitement des bans ouvrants-déouvrants 9PreuveEtudions, sur ]0; +∞[, les variations de la fontion
f : h 7→ f(h) = fL(h) + fR(h) + uR − uL.








, si h < hK√





, si h > hK(Remarque : La fontion f ′K exprimée sur ]0; +∞[−{hK} se prolonge par ontinuité en
hK ; d'où la dérivabilité de fK sur ]0; +∞[.)






























ghR) + (uR − uL)Au total : f est une bijetion de R∗+ sur ] − 2(√ghL + √ghR) + (uR − uL); +∞[. Enonséquene, pour que l'équation f(h) = 0 admet une solution dans R∗+, il faut et il sutd'avoir −2(√ghL + √ghR) + (uR − uL) < 0, soit : uR − uL < 2(cL + cR).
Note : Nous supposons dans toute la suite que la ondition (15) est vériée par le oupled'états (WL, WR). Dans le as ontraire, on prend h∗ = 0.Remarque 4.1 En général, on proède numériquement pour la résolution de l'équation (10)(reherhe de h∗).4.2 Algorithme proposé : détermination de la hauteur de la régionintermédiaireNous supposons la ondition (15), uR − uL < 2(cL + cR), vériée et nous herhons àonstruire une approximation de h∗ de la hauteur de la région intermédiaire par une méthodeitérative à deux pas.
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= 0, (16)où Y =  2cu
v








 , c =
√
gh. Ŷ = Ŷ (YL, YR) est un état moyendépendant uniquement des états YL = Y (WL) et YR = Y (WR). L'état Ŷ doit en plus vérierla ondition de onsistane Ŷ (YK , YK) = YK . Nous prenons Ŷ = YL + YR
2






F0(Y ) = 0. (17)
A(Ŷ ) admet trois valeurs propres réelles deux à deux distintes λ̂1 = û − ĉ, λ̂2 = û et









F0(Y ) = 0
Y (x, 0) =
{
YL, x < 0
YR, x > 0
(18)se ompose alors, dans le plan (x, t), de trois états onstants (YL, Y ∗, YR) séparés parles disontinuités de vitesses respetives λ̂1, λ̂2 et λ̂3. Les relations de Rankine-Hugoniot àtravers la 1 et la 3-disontinuités s'érivent :
F0(YL) − F0(Y ∗) = λ̂1(YL − Y ∗), F0(YR) − F0(Y ∗) = λ̂3(YR − Y ∗). (19)En expliitant les premières équations des deux systèmes de (19), on obtient :
(a) : û(2cL − 2c∗) + ĉ(uL − u∗) = (û − ĉ)(2cL − 2c∗)
(b) : û(2cR − 2c∗) + ĉ(uR − u∗) = (û + ĉ)(2cR − 2c∗)
}
(b) − (a) ⇒ û(2cR − 2cL) + ĉ(uR − uL) = û(2cR − 2cL) + ĉ(2cR + 2cL) − 4ĉc∗
⇒ c∗ = 1
4




(2cR + 2cL + uL − uR)2. (20)
INRIA
Equations de Saint-Venant : traitement des bans ouvrants-déouvrants 11Etape 2 : approximation de h∗On ompare h∗0 à hL et hR.
 Premier as : h∗0 ≤ min(hL,hR)Dans e as, la région intermédiaire est onnetée aux deux autres régions par une 1-détente et une 3-détente.On en déduit : f(h) = 2(c − cL) + 2(c − cR) + uR − uL.
f(h) = 0 ⇒ c = 1
2

























 Seond as : h∗0 > min(hL,hR)Dans e as, on fait l'hypothèse [2℄ que la région intermédiaire est onnetée aux deuxautres régions par un 1-ho et un 3-ho.On en déduit : f(h) = (h − hL)√g(h + hL)
2hhL












, K = L, R (22)Ainsi :




0)hR + uL − uR
gL(h∗0) + gR(h
∗














12 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H.GUILLARD & J.-A.DESIDERI4.3 Le solveur de Riemann approhé HLLCLe solveur de Riemann approhé HLL onsiste à onsidérer que la solution du problèmede Riemann R(WL, WR) se ompose de trois états onstants WL, Whll, WR séparés pardeux disontinuités de vitesses respetives SL et SR (à hoisir onvenablement par la suite).Une évaluation Whll [2℄ (proposée par Harten, Lax et Leer) de la moyenne de la solution
W du problème de Riemann R(WL, WR) dans la région intermédiaire est :
Whll ≡ SRWR − SLWL + FL − FR
SR − SL
(24)En utilisant les relations de saut de Rankine-Hugoniot à travers l'onde de vitesse SL ouelle de vitesse SR, nous obtenons le ux HLL :
Fhll ≡ F (Whll) = FL + SL(Whll − WL) = FR + SR(Whll − WR) (25)
Fhll =
SRFL − SLFR + SLSR(WR − WL)
SR − SL





FL, si SL ≥ 0
SRFL − SLFR + SLSR(WR − WL)
SR − SL
, si SL ≤ 0 ≤ SR
FR, si SR ≤ 0 (27)Le solveur approhé HLLC [2℄ est une modiation du solveur HLL qui prend désor-mais en ompte la présene de l'onde de ontat dans la solution du problème de Riemann











Fig. 4  Solveur de Riemann Approhé HLLCOn suppose onnues les vitesses d'ondes SL, SR, S∗.
INRIA
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s ouvrants-déouvrants 13Posons FK = F (WK) et F ∗K = F (W ∗K), K = L, R. De l'analyse du problème de Riemann

































FL, si SL ≥ 0
F∗L, si SL ≤ 0 ≤ S∗
F∗R, si S∗ ≤ 0 ≤ SR
FR, si SR ≤ 0 (29)4.4 Estimation des vitesses de disontinuité
 Estimation de SL et SROn évalue tout d'abord la hauteur h∗ de la région intermédiaire par l'heuristique proposéeà la setion 4.2.
• Si h∗ ≤ hL (resp. h∗ ≤ hR) alors l'état intermédiaire et l'état à gauhe (resp l'état àdroite) sont séparés par des détentes dont la plus rapide est elle de vitesse uL − cL (resp.
uR + cR). On prend dans e as
SL = uL − cL; (resp. SR = uR + cR).
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2h2LOn prend alors omme aproximation de SL :






• Si h∗ > hR ; en raisonnant omme préédemment ave l'état à droite WR, on obtient :





.ConlusionPour l'estimation de SL et SR, on évalue h∗ par l'heuristique proposée à la setion 4.2et on prend :






, h∗ > hK ( ho) , K = L, R (30)
 Estimation de S∗Les relations de saut de Rankine-Hugoniot à travers les trois disontinuités représentéesdans FIG.4 s'érivent :
F (W ∗L) − F (WL) = SL(W ∗L − WL) (31)
F (W ∗R) − F (W ∗L) = S∗(W ∗R − W ∗L) (32)
F (W ∗R) − F (WR) = SR(W ∗R − WR) (33)Nous déduisons des relations (31) et (33) :
F ∗L − SLW ∗L = FL − SLWL (34)INRIA
Equations de Saint-Venant : traitement des bans ouvrants-déouvrants 15
F ∗R − SRW ∗R = FR − SRWR (35)Les deux premières équations respetives des systèmes (34) et (35) nous donne :
{
h∗S∗ − SLh∗ = hLuL − SLhL







(36)et par suite :
S∗ =
SLhR(uR − SR) − SRhL(uL − SL)
hR(uR − SR) − hL(uL − SL)
(37)4.5 Traitement des bans-ouvrants-déouvrantsOn se situe dans le as où la hauteur de l'état WR ou elle de WL est nulle. Ii, du faitqu'une onde de ho ne peut pas être adjaente à un état se (f Proposition 4.6.1 de [2℄),on a :Si hK = 0, K = L, R, alors l'état WK est séparé de la région intermédiaire par une ondede détente. De plus l'onde la plus rapide de ette détente a pour vitesse SL = uR − 2cR, si




(2cR − uR)2, si hL = 0 et h∗ = 1
16g
(2cL + uL)
2, si hR = 0.La seonde vitesse est alulée omme à la setion 4.4 :






, h∗ > hK
, K = L, R
RR n° 6381
16 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H.GUILLARD & J.-A.DESIDERI5 Traitement du terme soure5.1 Terme bathymétriqueDans le as d'un éoulement sur fond non plat, (Sg 6= 0) nous exploitons la propositionfaite par Leveque [4℄ : Le terme de topographie est diretement inluse dans le ux à droite
F ∗R de la région intermédiaire ; on applique toujours le même solveur HLLC en remplaçant
F ∗R par :







2g(hL + hR)(aR − aL)
0


































(39)où N désigne le oeient de frottement de Manning.Y. Loukili et A. Soulaïmani ont montré dans [1℄ qu'une telle disrétisation du terme defrition avait l'avantage de réduire les instabilités ausées par des hangements rapides dehauteurs ou de vitesses.6 Résultats numériques6.1 Rupture partielle de barrageCe as-test onsiste à étudier l'éoulement torrentiel dû à une rupture partielle et asymétriquede barrage. Il a été proposé par Fennema et Chaudhry [6℄ et est largement utilisé par de nom-breux modélisateurs ([7, 1, 8, 9, 10℄,. . .) pour valider leurs modèles de rupture de barrage.L'intérêt partiulier de e problème est que sa solution est aratérisée par :1. une onde de ho qui se propage vers l'aval en y augmentant brusquement la hauteurd'eau et se modie par une onde de réexion (lorsqu'elle se heurte à la paroi) ;2. une onde de raréfation (de dépression), qui se déplae vers l'amont en y diminuant lahauteur d'eau, souvent dérite omme ho de raréfation.
INRIA





90m 100mFig. 5  Rupture partielle de barrage : Géométrie du bassinUn rapport de h2/h1 = 0.5 est initialement xé ave h1 = 10m omme hauteur d'eaudans le réservoir et h2 = 5m omme hauteur d'eau en aval du barrage. L'eau dans le bassinest en repos à t = 0, 'est-à-dire u = v = 0 partout.Le bassin est fermé sur les quatre tés. Une ondition de "non glissement" est imposéeà toutes les parois.Comme dans [6℄, le domaine étudié a été disrétisé en 1600 arrés dont le pas d'espaeest régulièrement xé à ∆x = 5m. Le pas de temps ∆t = 0.01s pour toutes les simulations.La durée de simulation est de 10.2s omptée à partir de la rupture de barrage.Les gures 6 et 7 présentent les résultats obtenus par le modèle proposé aux instants 2.2s, 4.2 s, 6.2 s, 7.1 s, 7.2 s, 8.2 s et 10.2 s, respetivement. A t = 7.1s, le front d'onde estparvenu jusqu'à la paroi gauhe du bassin ; le front est bien développé dans la partie entraleen aval. Ces résultats semblent très similaires à eux présentés par les études existantes etpréédemment mentionnées.Nous remarquons un haussement très léger de la surfae libre au niveau du front d'onde.On observe également e haussement dans [6℄ (voir la g. 4 dans [6℄). Les résultats obtenuspar le modèle proposé sont très omparables aux résultats de [6℄.
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(f) à t = 7.2sFig. 6  Rupture partielle de barrage
INRIA
































(b) à t = 10.2sFig 7  Rupture partielle de barrage (suite)6.2 Chute d'eau d'un bassinLe deuxième problème est l'un des as-tests du ode de Telema développés à EDF/LNHE[11℄ ; il onerne une baisse de l'eau dans un bassin arré et la solution nale est observéeaprès quelques réexions sur les bords du bassin. Le bassin est une boîte 20 × 20 m2 aveun fond plat.Initialement, l'élevation d'eau du bassin est dénie par :




} (40)et l'eau dans le bassin est au repos, 'est-à-dire u = v = 0 partout.
Fig. 8  Hauteur d'eau à t = 0s
RR n° 6381
20 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H.GUILLARD & J.-A.DESIDERILe bassin est fermé sur les quatre tés. Une ondition de "non glissement" est imposéeà toutes les parois. Le domaine étudié a été disrétisé en 35282 triangles grâe au logiield'Edition de Maillages et Contours Bidimentionnels EMC2 [12℄. Le pas de temps est ∆t =
0.001s. La durée totale de simulation est de T = 4s omptée à partir de la première solution(Fig. 8).Les gures de Fig. 9 représentent la solution initiale (t = 0s) et les résultats obtenuspar notre modèle à t = 1 s, 2 s, 3 s et 4 s, respetivement. Ces résultats obtenus par notremodèle sont très omparables à eux présentés dans [11, 13℄.
(a) Hauteur d'eau à t = 1s (b) Hauteur d'eau à t = 2s
() Hauteur d'eau à t = 3s (d) Hauteur d'eau à t = 4sFig. 9  Chute d'eau d'un bassin6.3 Simulation d'une intrusion d'eau dans la ville de CotonouLa ville de Cotonou est dans une uvette einturée de plans d'eau et traversée du nord ausud par un henal, la Lagune de Cotonou, reusé par les Français en 1855 an de réer uneINRIA
Equations de Saint-Venant : traitement des bans ouvrants-déouvrants 21
Fig. 10  Chenal de Cotonouvoie d'aès par la lagune vers Porto-Novo. L'objetif était de pouvoir aisément ommereret transférer des marhandises des diérents points de l'intérieur du pays vers les naviresqui mouillent au large. Cette lagune fait environ 4000 m de long sur 350 m de large et reliele la Nokoué à l'oéan Atlantique (Fig.10).Les quelques ouvrages d'assainissement dont dispose la ville sont généralement en bor-dure des routes et, pour la plupart, onnetés au henal. Malheureusement, e système dedrainage, au lieu d'aider à l'évauation des eaux pluviales, sert plutt de veteur à l'invasionde la ville par les eaux de rue du henal.Il s'agit ii de l'appliation du modèle au problème d'intrusion d'eau dans la ville deCotonou. Les lignes de niveau topographiques de la ville réalisées par l'Institut GéographiqueNational (IGN) Bénin, la arte marine internationale no 7062 du Servie Hydrographique etOéanographique de la Marine (SHOM) relative au Golfe de Guinée, ainsi que les mesuresissues du Laboratoire d'Etudes des Climats, des Ressoures en Eau et de la Dynamiquesdes Eosystèmes (LECREDE, Bénin) permettront une validation du présent modèle. Cettevalidation pourrait prouver la robustesse du modèle mais aussi le bon fontionnement de latehnique traitant les zones sèhes et mouillées.Par ailleurs, e sera une oasion d'étudier l'inuene des paramètres physiques, parexemple le oeient de frottement, an d'établir une fourhette des valeurs possibles dees paramètres pour e as-test.La dimension du domaine étudié est de 6000m× 4000m. Ce domaine a été disrétisé en36685 triangles grâe au logiiel d'Edition de Maillages et Contours Bidimentionnels EMC2[12℄
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22 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H.GUILLARD & J.-A.DESIDERIPar l'exploitation des trois types d'informations topographiques à notre disposition, nousavons pu subdiviser le domaine d'étude en 22 sous-domaines bathymétriques, haque sous-domaine orrespondant à une bathymétrie onstante donnée. Nous avons obtenu le tableausuivant :Numéro de Sous-Domaine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11Topographie (m) 3,35 1,09 3,91 3,76 3,98 3 0 6,7 7,1 8,7 8,7Numéro de Sous-Domaine 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22Topographie (m) 8,2 6,5 6,9 6,7 7,2 8,7 7,7 6,2 6,7 7,7 6,6Nous obtenons la topographie suivante :
(a) vue de prol) (b) vue du hautFig. 11  Topographie du domaine d'étudeAu temps t = 0, nous onsidérons que toutes les zones habitables du domaine sontsèhes. L'eau est à la hauteur du niveau de la mer, 6m relativement à notre plan horizontalde référene. Nous supposons les vitesses nulles à l'entrée de la mer et e sur 1000m ensuivant la lagune. Au delà, la vitesse est de 4m/s (suivant l'axe des y) partout dans lalagune et le la.La vitesse propre de la lagune de Cotonou est de 3 à 5 m/s. A la frontière amont au la,nous avons alors imposé un débit onstant égal à :
qin = [(3 + 5)/2)] × (6 − a(amont)) × largeur
= 4 × (6 − 3.35)× 4000
= 42400m3/sA la mer, les frontières sont libres.
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ouvrants-déouvrants 23Les deux tés de la terre ferme de la ville sont onsidérés omme des parois imper-méables. Une ondition de frontière libre y est imposée.La durée de simulation est de 14400s, après une montée, jusqu'à 6m, des eaux de lalagune. Diérentes valeurs du oeient de frottement de Manning sont utilisées pour ap-proher les ontraintes au fond et étudier la sensibilité de e paramètre à la propagation.Les gures de Fig. 12 représentent la solution initiale (t = 0s) et le résultat obtenupar notre modèle à t = 14400s. Trois valeurs de rugosité ont été hoisie à priori : N =
0, 010; 0, 025; 0, 035.
(a) t=0s (b) t=14400s ; N = 0, 010
() t=14400s ; N = 0, 025 (d) t=14400s ; N = 0, 035Fig. 12  Intrusion d'eau dans la ville de CotonouNotons que la valeur 0, 010 ne orrespond pas à une réalité physique (trop lisse, surtoutpour une lagune !), mais ette valeur permet d'illustrer les aluls de sensibilité.
RR n° 6381
24 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H.GUILLARD & J.-A.DESIDERIGlobalement, on remarque en première observation que les variations des aratéristiquesde rugosité n'inuenent pas seulement la vitesse de propagation (e qui orrespond à l'éten-due de la zone inondée à un instant xé, omme sur l'illustration i-dessus). En eet, dansle as de la rugosité la plus importante (N = 0.035), la quantité d'eau, freinée par rapportaux deux autres as, est moins étendue en aval.Dans une étude opérationnelle, les valeurs de rugosité doivent être justiées par leurréalisme : on utilise alors les abaques bien onnues [14℄. Les valeurs N = 0, 025 et 0, 035donnent des situations d'inondation plus réalistes (notre modèle apte bien l'intrusion d'eaudans la ville à partir de la lagune) ; e hoix du oeient de Manning est justié dans [14℄ :
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